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1. Bevezetés

A dolgozatban el®forduló gráfok végesek, egyszer¶ek és irányítatlanok.
A szívósság fogalmát Chvátal vezette be [13] a Hamilton-körök vizsgá-

latához. A Hamilton-köröket már korábban is széleskör¶en tanulmányozták,
többek között Karp 21 NP-teljes problémáinak egyike éppen annak eldöntése,
hogy egy gráf tartalmaz-e Hamilton-kört [19].

A Hamilton-körök létezésére több szükséges, illetve elégséges feltételt ad-
tak már. Az ismertebb elégséges feltételek a gráf csúcsainak fokszámára vo-
natkoznak. Dirac tétele szerint ha egy n ≥ 3 csúcsú gráfban minden csúcs
fokszáma legalább n/2, akkor a gráf tartalmaz Hamilton-kört. Egy megle-
het®sen egyszer¶ szükséges feltételb®l adódik a szívósság de�níciója: ha egy
gráfban van Hamilton-kör, akkor akárhány csúcsot elhagyva a gráf legfeljebb
annyi komponensre eshet szét, amennyi az elhagyott csúcsok száma. Ez utób-
bi tulajdonsággal rendelkez® gráfokat 1-szívósnak nevezzük, általában pedig
egy gráfot t-szívósnak hívunk (ahol t egy pozitív valós szám), ha tetsz®leges
S ponthalmazt elhagyva a gráf legfeljebb |S|/t komponensre esik szét, ha
szétesik egyáltalán, továbbá minden gráfot 0-szívósnak tekintünk. Egy gráf
szívósságán azt a legnagyobb t számot értjük, amelyre a gráf t-szívós, ahol is a
teljes gráfok szívósságát végtelennek de�niáljuk. Így például a nemösszefügg®
gráfok szívóssága 0, a legalább négy hosszú köröké 1, azonban a háromhosszú
köré végtelen, hiszen az egy teljes gráf.

Ugyan tudjuk, hogy nem minden 1-szívós gráf tartalmaz Hamilton-kört
(egy jól ismert példa erre a Petersen-gráf), Chvátal már az els® szívósság-
ról szóló cikkében [13] azt sejtette, hogy létezik olyan t0 pozitív valós szám,
hogy minden t0-szívós gráf tartalmaz Hamilton-kört. Az er®sebb sejtése az
volt, hogy minden olyan gráf, amelynek a szívóssága nagyobb, mint 3/2, tar-
talmaz Hamilton-kört � ezt a sejtését azonban Thomassen megcáfolta [12].
Ezután azt sejtették (a [15] cikk alapján), hogy minden 2-szívós gráf tar-
talmaz Hamilton-kört � ezt a sejtést Bauer, Broersma és Veldman cáfolta
meg [7]. Egész pontosan azt mutatták meg, hogy tetsz®legesen kicsi ε > 0
számhoz létezik olyan (9/4− ε)-szívós gráf, amely nem tartalmaz Hamilton-
utat. Ebb®l az következik, hogy ha Chvátal t0-sejtése igaz, akkor t0 ≥ 9/4.
A sejtés továbbra is nyitott, de néhány gráfosztályban már belátták, hogy
igaz: többek között tudjuk, hogy az 1-szívós intervallumgráfok tartalmaznak
Hamilton-kört [20] csakúgy, mint a 3/2-szívós split gráfok [21] és a 10-szívós
merevkör¶ gráfok [17].

A dolgozatban a f® hangsúly a minimálisan szívós gráfokon van. Egyszer¶
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látni, hogy minél több éle van egy gráfnak, annál nagyobb lehet a szívóssága.
Egy gráfot minimálisan t-szívósnak nevezünk (ahol t egy pozitív valós szám
vagy végtelen), ha a gráf szívóssága pontosan t, de ez bármely élt elhagyva
csökken. Például minden legalább két csúcsú teljes gráf minimálisan∞-szívós
és minden legalább négy hosszú kör minimálisan 1-szívós.

A szívósság de�níciójából azonnal adódik, hogy minden t-szívós nemteljes
gráf 2t-szeresen összefügg®, és így a minimális fokszáma legalább d2te (ahol
t egy nemnegatív valós szám). Mader egy tétele alapján, miszerint minden
minimálisan k-szorosan összefügg® gráfnak van k-adfokú csúcsa (ahol k egy
pozitív egész szám) [24], megfogalmazható egy sejtés a minimálisan szívós
gráfok minimális fokszámáról is. Ez a sejtés írásban csak a t = 1 esetr®l je-
lent meg Kriesell neve alatt [18], de egyszer¶en általánosítható tetsz®leges t
pozitív valós számra is: minden minimálisan t-szívós gráfnak van d2te-edfokú
csúcsa. Mivel azonban nem minden minimálisan szívós gráf lesz egyben mi-
nimálisan összefügg® is, ezért Kriesell sejtése nem következik azonnal Mader
tételéb®l.

Mivel minden Hamilton-kört tartalmazó gráf 1-szívós (és a K3 gráf szí-
vóssága végtelen), ezért a minimálisan 1-szívós, Hamilton-kört tartalmazó
gráfok kizárólag a legalább négy hosszú körök. Így Dirac korábban említett
tétele egy triviális fels® korlátot ad az n-csúcsú minimálisan 1-szívós gráfok
minimális fokszámára: a négyhosszú kört®l eltekintve ez mindig kisebb, mint
n/2. Miután a 2. fejezetben kimondjuk a szükséges de�níciókat és alapvet®
állításokat, a 3. fejezetben (ami a [3] cikkünkön alapul) egy konstans fak-
torral javítunk ezen a fels® korláton: megmutatjuk, hogy minden n-csúcsú,
minimálisan 1-szívós gráfnak van legfeljebb (n/3 + 1)-edfokú csúcsa.

Bauer, Hakimi és Schmeichel belátták, hogy a t-szívós gráfok felismerése
coNP-nehéz [8], a 4. fejezetben (ami a [2] cikkünkön alapul) pedig megmu-
tatjuk, hogy a minimálisan t-szívós gráfok felismerése DP-nehéz. A DP nev¶
bonyolultsági osztályt Papadimitriou és Yannakakis de�niálták [26], mivel
az extremális problémák általában nem t¶nnek NP ∪ coNP-belieknek. Egy
L nyelvr®l akkor mondjuk, hogy DP-beli, ha kifejezhet® egy NP-beli és egy
coNP-beli nyelv metszeteként.

Végül az 5. fejezetben (ami a [4] cikkünkön alapul) páros gráfokat vizs-
gálunk. Bár a K1 és K2 kivételével minden páros gráf szívóssága legfeljebb
1, az 1-szívós páros gráfokat nem könnyebb felismerni, mint általában az 1-
szívós gráfokat: Kratsch, Lehel és Müller bebizonyították, hogy ez a probléma
is coNP-nehéz [21]. Ebben a fejezetben kiterjesztjük ezt a tételt tetsz®leges
t ≤ 1 pozitív racionális számra. Továbbá belátjuk, hogy tetsz®leges k ≥ 2
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egész és t ≤ 1 pozitív racionális szám esetén a t-szívós, k-szorosan összefügg®,
páros gráfok felismerése is coNP-nehéz, és az 1-szívós, legalább 6-reguláris,
páros gráfoké is. Valamint a minimálisan 1-szívós, páros gráfok minimális
fokszámára adunk egy jobb fels® korlátot annál, mint amit korábban általá-
nosan adtunk: belátjuk, hogy minden n-csúcsú, minimálisan 1-szívós, páros
gráfnak van legfeljebb (n+ 6)/4 fokszámú csúcsa.

2. El®zmények

Ebben a fejezetben a fontosabb de�níciókat és állításokat ismertetjük.
Jelölje ω(G) a G gráf komponenseinek a számát, α(G) a független csúcsok

maximális számát és κ(G) a gráf összefügg®ségi számát. Egy G összefügg®
gráf S ⊆ V (G) ponthalmazát elvágó ponthalmaznak nevezzük, ha az elha-
gyásával a gráf több komponensre esik szét.

(A G komponenseinek számát ω(G)-vel jelölni zavaró lehet, azonban a
gráfszívósságról szóló cikkek többsége ezt a jelölést alkalmazza.)

A szívósság fogalmát Chvátal vezette be [13] a Hamilton-körök vizsgála-
tához.

2.1. De�níció. Legyen t egy valós szám. Egy G gráfot t-szívósnak nevezünk,
ha tetsz®leges olyan S ⊆ V (G) ponthalmaz esetén, melynek elhagyásával a
gráf több komponensre esik szét, |S| ≥ tω(G − S) teljesül. A legnagyobb
olyan t számot, amelyre G még t-szívós, a gráf szívósságának nevezzük és
τ(G)-vel jelöljük; tetsz®leges n ≥ 1 egész szám esetén legyen τ(Kn) =∞.

Egyszer¶ látni, hogy minél több éle van egy gráfnak, annál nagyobb le-
het a szívóssága. A dolgozatban a f® hangsúly azon gráfokon van, melyek
szívóssága bármely élük elhagyása esetén csökken.

2.2. De�níció. Egy G gráfot minimálisan t-szívósnak nevezünk, ha τ(G) = t
és tetsz®leges e ∈ E(G) esetén τ(G− e) < t.

A t-szívós gráfok vizsgálata bonyolultságelméleti szempontból is érdekes.
Legyen t egy tetsz®leges pozitív racionális szám és tekintsük a következ®

eldöntési problémát.

t-szívós
Bemenet: egy G gráf.
Kérdés: igaz-e, hogy τ(G) ≥ t?
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Vegyük észre, hogy a t szám nem része a bemenetnek.
Erre a problémára aMAXFTLN probléma (melyben egy adott G gráfról

és k pozitív egészr®l kell eldönteni, hogy van-e a G gráfban k méret¶ független
ponthalmaz) egy változatát visszavezetve Bauer, Hakimi és Schmeichel be-
látták, hogy tetsz®leges t pozitív racionális szám esetén a t-szívós probléma
coNP-teljes [8].

Bauer, van den Heuvel, Morgana és Schmeichel azt is megmutatták, hogy
tetsz®leges r ≥ 3 esetén az 1-szívós probléma coNP-teljes marad az r-
reguláris gráfok körében is [10].

Habár a K1 és K2 kivételével minden páros gráf szívóssága legfeljebb 1, az
1-szívós probléma nem lesz könnyebb akkor sem, ha kizárólag a páros grá-
fokat tekintjük. Kratsch, Lehel és Müller bebizonyították, hogy az 1-szívós
probléma coNP-teljes marad a páros gráfok körében is [21].

Azonban bizonyos gráfosztályokban, például a split gráfok körében a szí-
vósság polinomid®ben kiszámolható: Woeginger belátta, hogy tetsz®leges t
pozitív racionális szám esetén polinomid®ben felismerhet®k a t-szívós split
gráfok.

Legyen t egy tetsz®leges pozitív racionális szám és most tekintsük a t-
szívós probléma következ® változatait.

Pontosan-t-szívós
Bemenet: egy G gráf.
Kérdés: igaz-e, hogy τ(G) = t?

Min-t-szívós
Bemenet: egy G gráf.
Kérdés: igaz-e, hogy G minimálisan t-szívós?

Mivel az extremális problémák általában nem t¶nnek NP∪ coNP-beliek-
nek, ezért Papadimitriou és Yannakakis de�niálták a DP nev¶ bonyolultsági
osztályt [26].

2.3. De�níció. Egy L nyelvet DP-belinek nevezünk, ha léteznek olyan L1 ∈
NP és L2 ∈ coNP nyelvek, hogy L = L1 ∩ L2.

Egy nyelvet DP-nehéznek nevezünk, ha tetsz®leges DP-beli nyelv polino-
miálisan visszavezethet® rá. Egy nyelvet DP-teljesnek nevezünk, ha az DP-
beli és DP-nehéz is.

Fontos megjegyezni, hogy amennyiben NP 6= coNP, úgy DP 6= NP∩coNP,
s®t, NP ∪ coNP ⊆ DP.
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Az alábbiakban felsorolunk néhány DP-teljes problémát, melyeket a po-
linomiális visszavezetéseknél használni fogunk.

EgzaktFTLN

Bemenet: egy G gráf és egy k pozitív egész szám.
Kérdés: igaz-e, hogy α(G) = k?

Vegyük észre, hogy a t-szívós problémában szerepl® t számmal ellen-
tétben itt most a k szám a bemenet része. Az EgzaktFTLN probléma
DP-teljessége azonnal adódik a következ® probléma DP-teljességéb®l, mely
utóbbit Papadimitriou és Yannakakis bizonyították [26].

EgzaktKlikk

Bemenet: egy G gráf és egy k pozitív egész szám.
Kérdés: igaz-e, hogy G klikkszáma éppen k?

Most tekintsük a következ® eldöntési problémát.

α-kritikus
Bemenet: egy G gráf és egy k pozitív egész szám.
Kérdés: igaz-e, hogy α(G) < k, de tetsz®leges e ∈ E(G) esetén α(G−e) ≥ k?

Az α-kritikus probléma DP-teljessége azonnal adódik a következ® prob-
léma DP-teljességéb®l, mely utóbbit Papadimitriou és Wolfe bizonyították
[25].

Klikk-kritikus

Bemenet: egy G gráf és egy k pozitív szám.
Kérdés: igaz-e, hogy G-ben nincs k méret¶ klikk, de tetsz®leges hiányzó e élt
hozzávéve a gráfhoz a kapott G+ e gráfnak már lesz k méret¶ klikkje?
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3. Minimálisan 1-szívós gráfok minimális fokszá-
ma

A szívósság de�níciójából azonnal adódik, hogy minden t-szívós nemteljes
gráf 2t-szeresen összefügg®, és így a minimális fokszáma legalább d2te (ahol
t egy nemnegatív valós szám).

A következ® sejtés Mader egy tételének analógiája, miszerint minden mi-
nimálisan k-szorosan összefügg® gráfnak van k-adfokú csúcsa (ahol k egy
pozitív egész szám) [24].

Sejtés 3.1 (Kriesell [18]). Minden minimálisan 1-szívós gráfnak van másod-
fokú csúcsa.

Ez a sejtés egyszer¶en általánosítható tetsz®leges t pozitív valós számra
is.

Sejtés 3.2 (Általánosított Kriesell-sejtés). Minden minimálisan t-szívós gráf-
nak van d2te-edfokú csúcsa.

Mivel nem minden minimálisan szívós gráf lesz egyben minimálisan össze-
függ® is, ezért a 3.2. sejtés nem következik azonnal Mader tételéb®l.

Nyilván ha egy gráf tartalmaz Hamilton-kört, akkor a gráf 1-szívós. Azon-
ban nem minden 1-szívós gráf tartalmaz Hamilton-kört: egy jól ismert példa
erre a Petersen-gráf. Viszont Chvátal azt sejtette, hogy létezik olyan t0 pozi-
tív valós szám, hogy minden t0-szívós gráf tartalmaz Hamilton-kört [13]. A
sejtés továbbra is nyitott, de azt tudjuk, hogy amennyiben igaz, úgy t0 ≥ 9/4
kell, hogy teljesüljön [7].

Mivel minden Hamilton-kört tartalmazó gráf 1-szívós (és a K3 gráf szí-
vóssága végtelen), ezért a minimálisan 1-szívós, Hamilton-kört tartalmazó
gráfok kizárólag a legalább négy hosszú körök. Így Dirac tétele egy triviá-
lis fels® korlátot ad a minimálisan 1-szívós gráfok minimális fokszámára: a
négyhosszú kört®l eltekintve ez mindig kisebb, mint n/2, ugyanis az említett
tétel szerint ha egy n ≥ 3 csúcsú gráfban minden csúcs fokszáma legalább
n/2, akkor a gráf tartalmaz Hamilton-kört [14].

A következ® tétel ezen a fels® korláton javít.

Tétel 3.3 (Katona, Soltész, Varga, [3]). Minden n-csúcsú, minimálisan 1-
szívós gráfnak van legfeljebb (n/3 + 1)-edfokú csúcsa.

Az 5. fejezetben megmutatjuk, hogy ha feltesszük azt, hogy a gráf pá-
ros, akkor nem csak sokkal könnyebbé válik a bizonyítás, de még jobb fels®
korlátot is tudunk adni a minimális fokszámra.
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4. Minimálisan szívós gráfok felismerése

Ebben a fejezetben a minimálisan szívós gráfok felismerésével foglalkozunk.
A f® eredményünk a következ®.

Tétel 4.1 (Katona, Kovács, Varga, [2]). Tetsz®leges t pozitív racionális szám
esetén a Min-t-szívós probléma DP-teljes.

Megjegyezzük, hogy mivel minden nemteljes gráf szívóssága egy racionális
szám, ezért nem létezik irracionális szívósságú, minimálisan szívós gráf.

A 4.1. tételt három részletben látjuk be. Amikor 1/2 < t < 1 és t ≥ 1,
akkor az α-kritikus probléma egy változatát, amikor pedig t ≤ 1/2, akkor
pedig aMin-1-szívós probléma egy változatát vezetjük vissza polinomiálisan
a Min-t-szívós problémára.

5. Páros gráfok szívósságával kapcsolatos ered-
mények általánosításai

El®ször néhány páros gráfokra vonatkozó bonyolultságelméleti tételt bizonyí-
tunk.

Tétel 5.4 (Katona, Varga, [4]). Tetsz®leges t ≤ 1 pozitív racionális szám
esetén a t-Tough probléma coNP-teljes a páros gráfok körében.

Ahogy korábban már említettük, a t = 1 esetet Kratsch, Lehel és Müller
már korábban belátták [21].

Két nyitott probléma kapcsán, melyek
Az 1-szívós, 3-szorosan összefügg®, páros gráfok, illetve az 1-szívós, 3-

reguláris, páros gráfok felismerhet®ségét illet® nyitott problémák által moti-
válva [9] belátjuk a következ®ket.

Tétel 5.8 (Katona, Varga, [4]). Tetsz®leges k ≥ 2 egész és t ≤ 1 pozitív raci-
onális szám esetén a t-szívós probléma coNP-teljes a k-szorosan összefügg®
páros gráfok körében.

Tétel 5.9 (Katona, Varga, [4]). Tetsz®leges r ≥ 6 egész szám esetén az
1-szívós probléma coNP-teljes az r-reguláris páros gráfok körében.

Végül a 3.3. tételbeli fels® korlátnál jobbat bizonyítunk páros gráfokra.

Tétel 5.19 (Katona, Varga). Minden n-csúcsú, minimálisan 1-szívós, páros
gráfnak van legfeljebb (n+ 6)/4 fokszámú csúcsa.
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Összefoglalás

A dolgozatban a f® hangsúly a minimálisan szívós gráfokon van.
A 3. fejezet alapjául Kriesell sejtése szolgál, mely szerint minden n-csúcsú

minimálisan 1-szívós gráfnak van másodfokú csúcsa. Ebben a fejezetben egy
fels® korlátot adunk a minimálisan 1-szívós gráfok minimális fokszámára:
megmutatjuk, hogy ez legfeljebb n/3 + 1 lehet.

A 4. fejezetben a minimálisan t-szívós gráfok felismerhet®ségének bonyo-
lultságával foglalkozunk. Belátjuk, hogy ez a probléma tetsz®leges t pozitív
racionális szám esetén DP-nehéz.

Az 5. fejezet páros gráfokról szól. El®ször belátjuk, hogy tetsz®leges t ≤ 1
pozitív racionális szám esetén a t-szívós páros gráfok felismerése coNP-nehéz
(a t = 1 eset már korábban is ismert volt). Az 1-szívós, 3-szorosan összefügg®,
páros gráfok, illetve az 1-szívós, 3-reguláris, páros gráfok felismerhet®ségét
illet® nyitott problémák által motiválva [9] belátjuk, hogy tetsz®leges k ≥ 2
és r ≥ 6 egész számok, valamint t ≤ 1 pozitív racionális szám esetén a t-
szívós, 3-szorosan összefügg®, páros gráfok, illetve az 1-szívós, r-reguláris,
páros gráfok felismerése coNP-nehéz.
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